KESIT GORUNTUSU OLUSTURMA
(RECONSTRUCTION) YONTEMLERI

Turkay TOKLU
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Icerik

Kesit goruntusu olusturma yontemlerinin gelisimi
Nukleer Tipta projeksiyonlar

Fourier Kesit Teoremi

Kesit goruntusu eldesinin analitik yontemleri
Kesit goruntusu eldesinin iteratif yontemleri

.....
A,
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Giris

e Nukleer Tipta tomografik
goruntuleme icin yapiimis olan
Ilk sistem Kuhl ve Edwards’in
gelistirdikleri MARK [V
sistemidir.

e Kesit goruntuleri Basit Geriye
Projeksiyon yontemiyle elde
edilmeye calisiimistir.

e Tatmin edici goruntuler elde
edilememisgtir. Dedektor
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% The Nobel Prize in Physiology or
ey Medicine 1979

Allan M. Cormack Godfrey N.

Hounsfield
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Projeksiyonlar

3-D Radyoaktivite .«
Dagilimi P .

2-D Projeksiyon

1-D Projeksiyon
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1-D Projeksiyon

/9=, o200

D(s)

Foton azalimi dikkate alinmazsa:

po(8) =], flsD)dt

D(s)

Geometriden anlasilabildigi gibi:
s = xCosé + ySing
t =—xSing + yCosé
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Radon Transformu

= p,(s)=| f(s)t

JD(s)

_ [ J'_OO f (X, )& (xCosd + ySing —s) dxdy

e Bu ifade f(x,y) fonksiyonunun 2-Boyutlu Radon
Transformu olarak adlandirilir.

e Eger 1-Boyutlu projeksiyonlarin 2-Boyutlu Ters
Radon Transformu alinirsa objenin 2-Boyutlu kesit
goruntusu elde edilir.
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Fourier Kesit Teoremi

Projeksiyonun 1-Boyutlu Fourier Transformu alinirsa:
Fio { Py (5)} =P, (v,)
— _OO p,(s)e™":°ds

[ [ [ f(s,t)dt}e‘vssds

_ ._oo ._ f(X y)e vs(xCosf+ySing) dXdy %
— ._OO ._ f(X y)e IXvg Cos@ —lyv, Sm@dxdy / Vx

=F (v,Cos0,v,Sind)
=F(v,,v,) v, =v,Cos0 ve v, =vSind
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Fourier Kesit Teoremi

e Bu sonuca gore bir 8 acgisindaki projeksiyonun
1-Boyutlu Fourier Transformu, Fourier uzayinda
ayni acida bir dogruyla temsil edilmektedir.

.....
A,
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Fourier Kesit Teoremi

v e Fourier uzayinda elde
edilen goruntunun bir
kare matrise
Interpolasyonu zaman
almaktadir.

> o Yuksek frekanslara
gidildikce bilgi
azalmaktadir.
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Basit Geriye Projeksiyon

e Basit Geriye Projeksiyon yonteminde elde edilen
her projeksiyon, bilgisayarda olusturulan kesit
goruntusu matrisindeki piksellere ayni acida ger;
yansitilir.

e Projeksiyonlarda derinlik bilgisi bulunmadigi icin
bu yansitma islemi projeksiyondaki bir noktaya
karsi gelen tum piksellere uygulanir.
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Basit Geriye Projeksiyon
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Basit Geriye Projeksiyon

Polar koordinatlarda geriye projeksiyon iglemi:

f,(r,¢)=Bpj{p,(s)}

p, (rCos(¢—0))do

P,(v,)e"*dv,d@ s = xCos@ + ySind

PH (Vr )eivr (xCosO+ ySin@)d Vr d 9 (*)

Il
Oty Oy O——y

T;
Z

.....
A,
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Basit Geriye Projeksiyon

P (v;) ‘nin 2-Boyutlu Ters Fourier Transformu asagidaki gibi verilir:
Fz_é {Pg (Vr)} — J j |Vr| Pg (Vr)eivr(xCOSHerSinH)dVrde
0 —oo

(*) ifadesi tekrar yazilirsa:

fB (X, y) J‘ j I_P ( )elv (xCosH+yS|n9)dV d@
0 —oo

= Bpj{Fzé{P‘g(Vr)}}
Vi
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Basit Geriye Projeksiyon

A F ’
£, (x,y) = Bpj{ p, ()} = Bpj {Fzé { Pg(vr)}} =F5s { (v, Vy)j|

Ve Ve

H(»)=1/17|

.....
A,
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Basit Geriye Projeksiyon




Basit Geriye Projeksiyon




Basit Geriye Projeksiyon




Gerlye Projeksiyonun Filtrelendirilmesi

e Bu yontemde geriye projekte edilmis gorunti
Fourier uzayinda Yokus Fonksiyonu (Ramp filtre)
ile carpilir ve daha sonra ters Fourier Transformu

alinir.
A ) A
fra (X, Y) = Fz_El) {|Vr|' Fap |: fa (X, y):|}
\ R(v)=Ivl
_ F(Vx’v )
:F2[l> |Vr|' |V | : :|
=F[FO,,)] ; "
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Gerlye Projeksiyonun Filtrelendirilmesi

2 | a|l a|l a|l @ D
-”2)'-”2) o@'o@-oq‘?'.@
0 00 02 @
o0 0"




Gerlye Projeksiyonun Filtrelendirilmesi

e Yokus fonksiyonu yuksek frekansli gurultinun
genligini arttirir.

e Bu nedenle Algak-Gecirgen filtreler (Pencere
Fonksiyonu) kullantlir.

e Bu filtreler yuksek frekansli bilginin genligini
dusurdur.

fs (% y) =Fop [W(v,v,)-F(v,v,) |
=F,; {W Vv, V|- Fao [ f. (X, y)]}
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Gerlye Projeksiyonun Filtrelendirilmesi

' ' Rect'angula'r, vm=d.5 ' ' ' ' '
= ™ ) 0.5 Rectangular, v,=0.5 ]
N “Butterworth, Juiar Ym=2-
N\ \ _ _
08 \\ “‘vm_O.23, n=6 ) 0.4 |
= Hann,\\ \ =
5 0.6} v.=0.5 ‘\ i 5 0.3} T
9 m \‘ (0]
3 \
@ 0.4 N 1 @02 /_Butterworth, T
Y “wv,,=0.23, n=6
' \ -~ =<
0.2} NN - 0.1} “Ad S~ _ Hann, | .
\\ 3 ‘\\ \\Vm=0'5
0 1 1 1 I-=> 0 1 1 1 "-"'I’-—"t-_..
0 0.1 02 03 04 0.5 0 0.1 02 03 04 05
Frekans (devir/piksel) Frekans (devir/piksel)
(@) (b)
B
TV . 1
0,5+0,5Cos| — | eger |v| <v. W (v) =
W (V) — V Butterworth n
Hann B m
1+ i
0 eger |v| >V v
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Filtrelendirilmis Projeksiyonlarin
Gerlye Projeksiyonu

e Bu yontem Geriye Projeksiyonun Filtrelendiriimesi
yontemine ozdestir.

e Islem siralarinda degisiklikler yapilarak prosedir
hizlandirilir.

e 1-Boyutlu FT'u alinan projeksiyonlar Yokus
fonksiyonu ile carpilir ve carpimin ters FT u alinir.
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Filtrelendirilmis Projeksiyonlarin
Gerlye Projeksiyonu

for (X, y) = Bpj{ (s)} P5(S) =Fin | [Vi|-Fin [ P6(8)] ]
= Bpi {Fia [v.]- Fio [ P, (9)]]}
= Bpj {Fg [Ivs]- P, v,) }
—F _|Vs| E(VS)
=Fp| F(v,.v,) |
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Filtrelendirilmis Projeksiyonlarin
Gerlye Projeksiyonu

e Yokus fonksiyonu (ve pencere fonksiyonu) ile
carpma islemi ve FT islemleri 1-Boyutta yapildigi
icin yontem daha kisa bilgisayar zamani alir.

e Islemler 6ncelikle projeksiyonlar Gzerinde yapildig
icin tamamlanan her projeksiyonda carpma ve FT

islemleri projeksiyon tamamlanir tamamlanmaz
gerceklestirilebilir.

e Yontem genelde kisaca Filtrelendirilmis Geriye
Projeksiyon (FBP) olarak antlir.
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Filtrelendirilmis Projeksiyonlarin
Gerlye Projeksiyonu

v,=0,1 v,=0,2 v,=0,3 v,=04 v,=0,5

Butterworth
n=2

Butterworth
n=4

Butterworth
n=8

Butterworth
n=32
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Filtrelendirilmis Projeksiyonlarin
Gerlye Projeksiyonu
v,=0,1 v,=0,2 v,=0,3

Vm:O,4 Vm:O’S

Butterworth
n=2

Butterworth
n=4

Butterworth
n=8

Butterworth
n=32
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Konvolusyon Geriye Projeksiyon

e FBP yontemi Fourier uzayinda iki fonksiyonun
carpimini icerir.

e Bu islem kartezyen uzayda Konvolusyon iglemi ile
ozdestir:

fO®gt) = f(r)-g(t-7)dz

P/ XI. Ulusal Medikal Fizik Kongresi
YEDITEPE UNiVERSITESI 14 - 17 Kasim 2007
HASTANESI




Konvolusyon Geriye Projeksiyon

p; (8) = Fuo | V|- Fio [ P4 (8)]]
=Fp |:|V5|:| ® p,(s)

Foo | Ve = :_Z|vs e dv,

m 27ivgs
v,|e“ dv,
m

v . Sin®(7v,,s)
= Ym sin(27v_s)— m
7S In(27vas) s’

=2v.Sinc(2zv,s)-vzSinc* (zv,s)

XI. Ulusal Medikal Fizik Kongresi

YEDITEPE UNIVERSITESI 14 - 17 Kasim 2007
HASTANESI




Ozet

: o Filtrelendirilmisg . :
Geriye Projeksiyonun . Konvolusyon Geriye
Adim ) - : Projeksiyonlarin U
Filtrelendirilmesi : . : Projeksiyon
Geriye Projeksiyonu
Projeksiyonlarin basit . PrOJekS|yonIar!n yoku§ ve
1 : . Projeksiyonlarin 1-D FT pencere fonksiyonlari ile
geriye projeksiyonu )
konvolusyonu
Geriye projekte edilmis 1-D yokus ve pencere : : .
2 goruntinin 2-D FT fonksiyonu uygulamasi S g = VL
3 2-D ygkug ve pencere 1-D Ters FT
fonksiyonu uygulamasi
4 |2-D Ters FT Basit geriye projeksiyon

y 7 XI. Ulusal Medikal Fizik Kongresi
YEDITEPE UNiVERSITESI 14 - 17 Kasim 2007
HASTANESI




Ozet

e Bahsi gecen analitik yontemlerde goruntu bozucu
etkenlere yer verilmemistir.

e Goruntuleme sisteminin mukemmel homojeniteye
ve mekanik dogruluga, ve sonsuz yuksek ayirma
gucune sahip oldugu, foton azalimi ve saciima
etkilerinin olmadigi varsayilmistir.

e Gercekte bu etkiler olusturulan kesit goruntulerine
yansir.

.....
'''''''''''''''
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Genel Yapi

. Olgiilmii
Aktivite ' Pro;;eksiygn Pi
Dagilimi Jj
— —) iii) Geriye
- projeksiyon
: —
Dedektor
ii) Karsilastir
iterasyon 1
iterasyon 2 B C—
iterasyon 3 - l i) ileri
iterasyon 4 projeksiyon

Tahmin edilmis
projeksiyonlar

X ay [

HASTANESI

Diizeltme
Matrisi

iv) Gincelle
(+ veya x)

Giincel
tahmin ff




Iteratif Yontemlerin Avantajlari

e Analitik algoritmalardaki en buyuk kisitlama
gurultu ve foton azalimi gibi fiziksel etkilerin
algoritmaya yansitilamamasidir. Iteratif
yontemlerde ise gurultu algoritma icerisinde direkt
olarak modellenebilir.

e Buna ek olarak iteratif yontemler pozisyona bagli
azalim katsayilari ve mesafeye bagli ayirma gucu
gibi emisyon ve dedeksiyon probleminin karmasik
fiziksel modellerini cozmeye uygundur.
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Iteratif Yontemlerin Dezavantaijlari

e |teratif algoritmalarinin temel dezavantaji uzun
bilgisayar zamani almalaridir ve FBP yontemine
gore oldukcga yavastir.

e Bununla beraber bilgisayar teknolojisindeki
ilerlemeler ve bazi hizlandirma yontemleri iteratif
teknikleri klinik olarak kullanilabilir bir yontem
haline getirmistir.
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Iteratif Tekniklerin Siniflandirilmasi

e [teratif teknikler,
— |statistiksel olmayan cebirsel algoritmalar,

- En Kuguk Kareler yontemini de iceren Gauss
Istatistigine dayanan algoritmalar,

- Maksimum Olasilik (ML, Maximum Likelihood)
algoritmasini iceren Poisson istatistigine dayanan
teknikler

olarak uc ana baslikta incelenebillir.
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Terminoloji

f;: Baslangi¢ veya tahmin
goruntusundeki j pikselinin degeri
p; : Projeksiyondaki i pikselinin degeri

lleri projeksiyon: P; = Zaij f,
j

Geriye projeksiyon: f; = zaij P;
i

a;; - Gegis matrisi
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Cebirsel Yontemler
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ART (Algebraic Reconstruction
Technique) Yontemi

e ART yontemi tum iteratif yontemlerde oldugu gibi
bir baslangi¢c goruntusu tahmini ile baglar.

e Baslangi¢ goruntusunden ileri projeksiyon
Kullanilarak projeksiyonlar hesaplanir.
e Baslangi¢c goruntusu, olculen ve hesaplanan

projeksiyonlar arasindaki farkliligi kompanse
edecek bir farkla modifiye edilir.
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ART (Algebraic Reconstruction
Technique) Yontemi

yeni g eski
fo =1

Z a|k .I: eski

e Bir acidaki projeksiyona ait duzeltme faktorleri
hesaplandiktan sonra faktorler piksel degerlerine
yansitilir.

e Bir sonraki projeksiyon icin bu yeni degerler
baslangi¢ goruntusu olarak alinir.

e Tum projeksiyonlar igin guncelleme
tamamlandiginda bir iterasyon tamamlanmis olur.
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ART Yontemi Varyantlari

e ART yonteminde duzeltme faktorleri carpim olarak
uygulandigi icin yontem MART (Multiplative ART)
olarak bilinir.

e Duzeltme faktorlerinin toplam olarak uygulandigi
AART (Additive ART) diger bir varyanttir.

e Goruntunun es-zamanli tekrarlanarak elde
edilmesi yonteminde (SIRT, Simultaneously
Iterative Reconstruction Technique) duzeltmeler
her projeksiyondan sonra degil tum projeksiyonlar
tamamlandiktan sonra eszamanli olarak yapllir.
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ART Yontemi Varyantlari

e MART ve SIRT yontemlerinin kombinasyonu olan
SMART yontemi her iki yonteme gore klinik olarak
daha basarili goruntuler olusturmaktadir.

e ART yonteminin Blok iteratif versiyonunda (BI-ART)
birden fazla projeksiyon gruplanarak duzeltme
islemleri yapllir.
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|statistiksel Yontemler
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Istatistiksel Yontemler

e Nukleer Tipta sayim hizlarinin nispeten disuk
olmasi nedeniyle toplanan bilgilerde gurultu orani
yuksektir.

e Gergcek cozumun bu tip veriden cikartiimasi
iImkansizdir ve bu nedenle en iyi gozume ihtiyacg
duyulur.

e |statistiksel ydontemlerde en iyi ¢bziim, verilerden
elde edilen en olasi ¢cozum olarak tanimlanir.
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Istatistiksel Yontemler

e Buna gore kesit goruntuleri, prob[f | P] sartli
olasiligini maksimize eden goruntunun
bulunmasiyla elde edilir.

e Bayes kurali kullanilirsa: prob[f |P]=

prob|[P| f

prob| f |

prob[ f | P]

.....
A,

YEDITEPE UNiVERSITESI
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prob|[P| f |prob| f |
prob| P]

Olasilik (Likelihood) — Goruntunun verilerle uyumlulugu
Onceki (Prior) — Gorlintli hakkinda neler bilindigi

Sonraki (Posterior) — ilk bilgi ve dlcimden elde edilen verilerin
kombinasyonundan neler bilindigi
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Istatistiksel Yontemler

e Emisyon ve transmisyon tomografide iki farkli
dedektor lokalizasyonunda sayimlar Uzerinde
olculen gurultu korele degildir (beyaz gurultt). Bu
durumda olasilik asagidaki gibi yazilabilir:

prob[P| f Hprob p|f]

e Bir fonk3|yonun maksimizasyonu logaritmasinin
maksimizasyonuna esittir. Boylece Maksimum-
Olasilik (ML) ydntemi ile gérunti f asagidaki
Ifadenin maksimizasyonu ile elde edilir:

log—Olasulik =" ¢tn(prob[ p; | f])
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En Kucuk Kareler Yontemi
(Gauss Istatistigi)

e Gurultunun bilinen standart sapma ile Gauss
dagilimi olarak temsil edilebildigi varsayildiginda, en
olasi cozum en kuguk kareler cozumune esit olur.

e En kucuk kareler cozumu:

ZJanJ

GI

L. (P,F)= Z( ) =%(P—AF)’C‘1(P—AF)

: elemanlari p; olan kolon matrisi
: elemanlari g; olan gegis matrisi
: elemanlari f; olan kolon matrisi

: elemanlari ¢c;=¢;? ve burada diyagonal varsayilan verilerin kovaryans matrisi
. transpoz

O M> T
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En Kucuk Kareler Yontemi
(Gauss Istatistigi)

e Direkt cozum ifadenin f;'ye gore birinci turevinin
sifira esitlenmesiyle elde edilir:

F=[ACA] ACP

e Fisher Bilgi Matrisi olarak adlandirilan A'C-1A
matrisinin goruntudeki piksel sayisi kadar elemani
vardir ve bunlarin cogunlugu 0 degildir. Bu
matrisin tersinin alinmasi cok zordur.
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ML-EM Algoritmasi
(Poisson Istatistigi)

e Radyoaktif azalimin rasgele dogasi emisyon
verileri icin Poisson modelinin daha uygun

olugunu gosterir.

e Temel Poisson modeli, belirli bir beklenen olgum
(r) icin belirli bir sayimin (c) olculme olasiligini
verir:

prob[c|r]= ©
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ML-EM Algoritmasi
(Poisson Istatistigi)

e Poisson modeli kullanilarak verilen bir tahmin
edilmis aktivite dagilimina (f) gore, olgulmus olan
projeksiyon sayim dagiliminin (P) dedekte edilme
olasiligi, her bir projeksiyon pikseli olasiliklarinin
carpimi olarak temsil edilebilir. Bu sartli olasilik
“likelihood, L" olarak tanimlanir:

L(P| f)=prob[P|f]= Hexp{ 2.3 J[Za” Jj of
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ML-EM Algoritmasi
(Poisson Istatistigi)

Olasihigin logaritmasi alinirsa:

0g(L(P| 1))~ Z{ Sa, J+p,€n{2a” J} fn(pi!)}

f'ye gore turevi alinir ve sifira esitlenirse:
olog(L(P|f))
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ML-EM Algoritmasi
(Poisson Istatistigi)

e Daha once de tartisildigi gibi prob[P| f | ifadesinin
maksimizasyonu, eger baslangi¢c dagilimi sabit
olarak alinirsa prob| f | P| ifadesinin
maksimizasyonuna esit olur. Bu, orijinal aktivite
dagilimini temsil eden en olasi emisyon
dagiliminin verilen olgulmus projeksiyonlar
olmasini saglar.
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L-EM Algoritmasi

(Poisson Istatistigi)

e Maksimum Olasihgi (ML) belirlemede birgok
yaklasim olmakla beraber bunlardan en ¢ok
kullanilani Beklenti Maksimizasyonudur (EM). EM

d
°
d

goritmasi iki bagimsiz adimdan olusur:
K adimda bir onceki iterasyondan tahmin edilmis

ctivite dagilimina dayanarak uygun sistem/gecis

matrisi kullanilarak ileri projeksiyon yontemiyle
projeksiyonlar tahmin edilir.
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ML-EM Algoritmasi
(Poisson Istatistigi)

e |kinci adimda giincel tahmin, bir 6nceki tahmin ile
olculen projeksiyonlar arasindaki farklilik oraniyla
carpilmak suretiyle olasilik maksimize edilecek
sekilde guncellenir.

e ML-EM algoritmasi asagidaki gibi turetilir:

eski
J

yeni _ ) pi
fj Z alj Z.: au Z a, fkeski
k
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ML-EM Algoritmasinin Ozellikleri

e Teorik olarak bir tahmin gergcek obje dagilimina
daha yakin oldugu surece, iterasyon sayisinin
artmasiyla olasilik artar. Gergekte gurultu
varliginda goruntu 16 iterasyon civarinda optimum
gorsel kaliteye ulasir, daha fazla iterasyonda

gurultu artar. O O O

Obje' 10 iterasyon 100 iterasyon

O
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ML-EM Algoritmasinin Ozellikleri

e Gurultt, FBP yonteminde oldugu gibi pozisyondan
bagimsiz olmak yerine, sayimla orantilidir. Bu
sinyal gurultu oraninin belirgin olcude
gelistirilebildigi dusuk sayim bolgelerinde lezyon
dedeksiyonunu kolaylastirir.

e Buna ek olarak teoride algoritmanin birgcok ustun
ozelligi daha bulunmaktadir, ancak emisyon
tomografisindeki yuksek gurultu seviyesi bu
ustunlukleri klinik agcidan onemsizlestirir.
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Siralt Alt-Gruplar EM (OS-EM)

e ML-EM yontemini hizlandirmak amaciyla
gelistiriimis bir algoritmadir.

e ML-EM algoritmasindaki toplamlarin tum
projeksiyonlar uzerinden bir seferde deqil,
kullanici tarafindan secilmis alt gruplar uzerinden
yapilmasi yoluyla algoritma hizlandirilir.

e OS-EM algoritmasi asagidaki gibi tanimlanir:

eskl

S Iy

€S,

f yeni __
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Siralt Alt-Gruplar EM (OS-EM)

e Alt-grup sayisi cok kucuk secilmedigi surece OS-EM
yontemiyle yapilan her alt-grup iterasyonundan elde
edilen goruntu, tam bir ML-EM iterasyonundan elde
edilenle hemen hemen aynidir.

e Hesaplama zamanlari da hemen hemen aynidir.
Boylece 128 projeksiyon icin eger alt-grup sayisi 4
secilirse, OS-EM algoritmasi ML-EM algoritmasina
gore 32 kat daha hizli calisir.

e Pratikte alt-grup sayisinin 4 secilmesi hesaplama hizi
ve goruntu kalitesi arasinda iyi bir denge saglar.
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OS-EM Varyantlari

e RBI-EM (Rescaled Block-Iterative Expectation

Maximization):
f_eski
ijeni _ fjeski + J Zau ——
fes [
max(z au}'eS Za'k
€S,
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OS-EM Varyantlari

e RAMLA (Row-Action Maximum Likelihood
Algotihm):

€S,

€S,

eni eski eski pi -1
B =17+ 467> ay Sa, -1, 0<A4 <) 4
k

.....
A,
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